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ВСТУП 
 
У довіднику викладено теоретичний матеріал щодо 
рівнянь ліній на площині та в просторі за темою «Аналітична 
геометрія», яка входить до курсу вищої математики для 
студентів 1, 2 курсів будівельних, електромеханічних та 
електротехнічних спеціальностей денної та заочної форм 
навчання за напрямами підготовки 6.060101 «Будівництво», 
6.050702 «Електромеханіка», 6.050701 «Електротехніка та 
електротехнології».  
Довідник «Аналітична геометрія» складається з 9 розділів:  
1 розділ «Пряма лінія на площині» 
2 розділ «Криві другого порядку» 
3 розділ «Лінії в полярній системі координат» 
4 розділ «Параметричні рівняння лінії» 
5 розділ «Деякі важливі криві» 
6 розділ «Площина у просторі» 
7 розділ «Пряма у просторі» 
8 розділ «Взаємне розташування прямої та площини в 
просторі» 
9 розділ «Поверхні другого порядку» 
та додатків. 
Теоретичний матеріал представлено у вигляді опорних 
таблиць, які містять: види рівнянь ліній, коментарі, 
зауваження, рисунки, приклади розв’язку типових задач з 
застосуванням теоретичного матеріалу. 
У додатках подано окремі визначення, теореми та 
задачі, розв’язок яких викликає труднощі, або є допоміжним 
матеріалом під час розв’язку більш складних задач. 
 
 5 
 
З ІСТОРІЇ ПРЕДМЕТУ АНАЛІТИЧНОЇ 
ГЕОМЕТРІЇ 
 
Аналітична геометрія виникла в першій половині     
XVII ст. у зв’язку з назрілими потребами науки й техніки. 
Поява цієї галузі наук підготовлена працями давньогрецьких 
математиків (Менехм у ІV ст. до н. е.,  Аполлоній у ІІІ-ІІ ст. 
до н. е. та інші). Але її засновником  вважають французького 
математика Рене Декарта (1596-1650), хоча її методами 
достатньо володів також і його сучасник П’єр Ферма (1601-
1655). 
Теорія Декарта заснована на двох ідеях: ідеї координат 
та ідеї геометричної інтерпретації невизначених рівнянь. Ці 
ідеї аналітичної геометрії широко застосовуються в усіх 
галузях вищої математики, де вивчається залежність між 
змінними величинами, зокрема у математичному аналізі. 
Загалом, геометрія вивчає об’єкти, які можуть бути 
ототожнені у деякому сенсі з точками, і представлені як 
математична модель, відтворена у співвідношеннях між цими 
об’єктами. В аналітичній геометрії точка визначена системою 
чисел – координат x , y , z , отже, геометричні факти за-
писуються у вигляді співвідношень між цими координатами. 
Таким чином, будь-яку лінію слід розглядати як 
геометричне місце точок. У визначенні лінії як геометричного 
місця точок міститься властивість, загальна для всіх точок 
лінії. Якщо точка переміщується за лінією, її координати 
змінюються, залишаючись пов’язаними деякою умовою, яка 
характеризує точки лінії. Тож, ми отримуємо деяке 
співвідношення між x , y , z , яке виконується тільки тоді, 
коли точка рухається вздовж лінії. 
Рівняння між змінними x , y , z , якому задовольняють 
координати будь-якої точки, що належить лінії, і не 
задовольняють координати жодної точки, що не належить їй, 
називають рівнянням лінії. Координати x , y , z  довільної 
точки лінії називають поточними координатами. 
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В аналітичній геометрії всі геометричні факти вира-
жаються мовою алгебри, тому при її вивчені треба особливу 
увагу приділяти точності означень основних понять та засто-
суванню геометричного змісту наведених формул та рівнянь. 
Завдяки методу координат основна роль у розв’язання задач 
відведена обчисленням, побудови стають допоміжними, а 
розв’язання задач методом аналітичної геометрії потребує 
меншої винахідливості. 
Дві основні задачі аналітичної геометрії: 
1. Дано лінію як геометричне місце точок, тобто відомі 
властивості лінії. Скласти рівняння цієї лінії. 
Щоб скласти рівняння лінії, як деякого геометричного 
місця точок, необхідно: 
1) вибрати довільну точку лінії з поточними 
координатами; 
2) записати загальну властивість точок даного 
геометричного місця точок у вигляді рівності; 
3) виразити величини цього рівняння за допомогою 
методу координат 
2. Дано рівняння лінії, як співвідношення між 
координатами. Побудувати лінію, визначену цим рівнянням. 
Для побудови лінії слід уважно вивчити її властивості за 
заданим рівнянням. Інколи, в задачах «побудувати» 
ототожнюється з завданням лише визначити конкретну її 
властивість. 
Деякі методичні рекомендації: представляючи кожну 
точку її координатами, а кожну лінію її рівнянням, ми при-
водимо геометричну задачу до «аналітичної». Розв’язання 
геометричної задачі зводимо до розв’язання (або складання) 
деякого рівняння (або системи рівнянь). Саме завдяки 
методам алгебри для розв’язання рівнянь ми маємо 
можливість розв’язувати геометричні задачі. Розв’язання 
більшості задач аналітичної геометрії не потребує рисунків, 
але, інколи, доцільно поєднати геометричні побудови з 
обчислювальними методами, що призводить до найкращих 
результатів. 
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1. ПРЯМА ЛІНІЯ НА ПЛОЩИНІ 
 
Н
аз
в а
 
Вигляд Рисунок Зауваження 
За
га
ль
не
 
0 CByAx  
 
Коефіцієнти A , 
B  одночасно не 
дорівнюють 
нулю (тобто 
022  BA ). 
 Частинні випадки загального рівняння прямої: 
1) 0C ,     
0ByAx  
 
2) 0A ,   
0CBy  або by   
 
3) 0B ,   
0CAx  або ax   
 
 
4) 0 CA , 0By  або 0y  – рівняння осі Ox . 
x  
O  
x  
y  y b  
x  
y  
x  
y  x a  
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5) 0 CB , 0Ax  або 0x  – рівняння осі Oy . 
bkxy   
 
 
 
 
 
 
 
 
Кутовим коефі-
цієнтом прямої 
називається тан-
генс кута  , 
утвореного пря-
мою з додатним 
напрямком осі 
Ox . (Додатний 
кут рахується у 
напрямку «проти 
годинникової 
стрілки» від осі 
Ox  до прямої). 
tgk   
Якщо кут   
тупий, то куто-
вий коефіцієнт k  
від’ємний,  
b  – це відрізок, 
який відтинає 
пряма на осі Oy . 
Рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
 з 
ку
то
ви
м
 к
ое
ф
іц
іє
нт
ом
 
 
ПРИКЛАД. Скласти рівняння прямої, яка утворює 
такий самий кут з віссю Ox , як і бісектриса першого 
координатного кута і відтинає на осі Oy  відрізок у 
чотири одиниці. 
Розв’язання: Як відомо, бісектриса першого коор-
динатного кута утворює з віссю Ox  кут 045 , тому 
 045 1k tg . 
Підставимо у рівняння bkxy   значення 4b , 1k  
та отримаємо шукане рівняння прямої  
4 xy . 
x  
y  

b  
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Частинні випадки рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 
0b  
kxy   
 
Пряма про-
ходить через 
початок 
координат. 
Якщо 0k  
– через пер-
ший та тре-
тій коорди-
натні кути. 
Якщо 0k  
– через дру-
гий та чет-
вертий. 
0k  
by   
 
 
 
 
 
 
Пряма 
паралельна 
осі Ox . 
 
ПРИКЛАД 1. Записати рівняння прямої, яка пара-   
лельна осі абсцис та проходить через точку ( 3;7)A  . 
Розв’язання: Оскільки шукана пряма паралельна осі 
абсцис, то її рівняння має вигляд by  . Точка ( 3;7)A   
належить прямій, отже координати цієї точки 
задовольняють рівнянню шуканої прямої (Додаток 1). 
Підставимо координати заданої  точки і отримаємо 
відповідь 7y  
 
ПРИКЛАД 2. Записати рівняння прямої, яка пара-   
лельна осі ординат та проходить через точку ( 3;7)A  . 
Розв’язання: Оскільки шукана пряма паралельна осі 
ординат, то її рівняння має вигляд ax  . Аналогічно 
(дивись приклад 1) підставимо координати заданої точки 
і отримаємо відповідь:  3x . 
y  
x  
x  
y  y b  
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1
b
y
a
x  
 
a  – це від-
різок, який 
відтинає 
пряма на осі 
Ox ; 
b  – це від-
різок, який 
відтинає 
пряма на осі 
Oy . 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння прямої, якщо вона 
відтинає на осях координат відрізки довжиною 
відповідно 5  і 3  одиниць. 
Розв’язання: Скористаємось рівнянням прямої у 
відрізках 1
b
y
a
x , підставивши замість a  і b  задані 
величини відрізків відповідно 5  і 3 . Отримаємо 
1
35

yx . 
Рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
 у
 в
ід
рі
зк
ах
 
 
ПРИКЛАД 2. Визначити величини відрізків, які 
відтинає пряма 0854  yx  на осях координат.  
Зауваження: Щоб визначити величини відрізків, 
необхідно задане рівняння привести до вигляду рівняння 
у відрізках, так, щоб у правій частині була одиниця, 
перший доданок у чисельнику містив тільки x , а другий 
– у чисельнику y . 
Розв’язання: Поділимо рівняння на 8 і перенесемо вільні 
члени в праву частину. Порівнявши отримані рівняння з 
1
b
y
a
x , знайдемо відповідність 1
5
82



yx , 2a , 
5
8b . 
x  
y  
a  
b  
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 00 xxkyy   
 
 
 
Напрямок 
вважається 
заданим, як-
що відомий 
кутовий 
коефіцієнт, 
або кут на-
хилу прямої 
до додатного 
напрямку осі  
Ox . 
0 0( ; )x y  – це 
координати 
точки 0M , 
яка нале-
жить прямій 
(або через 
яку прохо-
дить пряма). 
Рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
, щ
о 
пр
ох
од
ит
ь 
че
ре
з т
оч
ку
 у
 за
да
но
м
у 
на
пр
ям
ку
 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння прямої, якщо вона 
нахилена під кутом 0135 до осі Ox , а точка (3; 5)G   
належить їй.  
Розв’язання: Оскільки шукана пряма нахилена під кутом 
0135  до осі абсцис, то кутовий коефіцієнт прямої 
дорівнює 1 . Підставимо значення кутового коефіцієнта 
та координати точки (3; 5)G   у рівняння  00 xxkyy   
і запишемо відповідь:  
 35  xy . 
Відкриємо дужки, перенесемо всі доданки у ліву частину 
та приведемо подібні, отримаємо рівняння загального 
вигляду: 
02  yx . 
 
x  
y  
0M  
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ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння прямої, якщо вона має 
такий же напрямок, як і у прямої 0432  yx  та 
проходить через точку ( 4;7)N  . 
Розв’язання: Знайдемо кутовий коефіцієнт заданої 
прямої: виразимо y  із рівняння 2 3 4 0x y   , 
3
4
3
2
 xy , тоді 32k . Скористаємось рівнянням 
вигляду  00 xxkyy   і отримаємо 01332  yx . 
12
1
12
1
xx
xx
yy
yy





 
 
1 1( ; )x y – 
координати 
першої точки 
1M , яка на-
лежить пря-
мій;  
2 2( ; )x y – 
координати 
другої точки 
2M , яка на-
лежить пря-
мій. 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння прямої, якщо відомо, що 
точки (3; 2)K   та ( 2; 1)E    належать прямій. 
Розв’язання: Підставимо координати точок K  і E   
32
3
)2(1
)2(




 xy ;     
5
3
1
2



 xy
; 
за властивістю пропорції: 3)2(5  xy .  
Відповідь запишемо у загальному вигляді:  
075  yx . Рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
, щ
о 
пр
ох
од
ит
ь 
че
ре
з д
ві
 т
оч
ки
 
 
ПРИКЛАД 2. Записати рівняння прямої, яка проходить 
через точку (3; 2)K   та точку перетину  
x  
y  
1M  2M  
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двох прямих: 0752  yx  і 01283  yx . 
Розв’язання: Знайдемо точку перетину прямих, 
розв’язавши систему з двох рівнянь заданих прямих 
(Додаток 2): 





01283
0752
yx
yx
;   





1283
752
yx
yx
. 
Координати точки перетину – ( 4;3)O  . Рівняння 
шуканої прямої знаходимо аналогічно прикладу 1, 
підставивши координати точок K  та O , які належать 
прямій: 
34
3
)2(3
)2(




 xy ; 
7
3
5
2



 xy ; )3(5)2(7  xy . 
Відповідь: 0175  yx . 
cosx  
0sin  py . 
Загальне рівняння прямої можна 
привести до нормального вигляду, якщо 
помножити його на нормуючий 
множник 
22
1
BA 
 , де   – знак, 
протилежний знаку C . 
p  – це 
довжина пер-
пендикуляра,  
проведеного з 
початку 
координат до 
прямої ; 
  – це кут, 
який утворює 
перпендику-
ляр з додат-
ним напрям-
ком осі Ox . 
Н
ор
м
ал
ьн
е 
рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
  
 
ПРИКЛАД. Визначити довжину перпендикуляра, 
проведеного з початку координат на пряму 03  yx , 
та кут, який утворює цей перпендикуляр з віссю Ox . 
 
x  
y  
  
p  
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Розв’язання: Щоб знайти довжину перпендикуляра та 
кут, який утворює цей перпендикуляр з віссю Ox , 
потрібно задане рівняння записати у вигляді 
нормального рівняння. Помножимо загальне рівняння на 
нормуючий множник 
2
1
)1(1
1
2


  та 
отримаємо          0
2
3
22

yx ,  
звідси 
2
1cos  , 
2
1sin  ,
2
3
p .  
Отже 0135 , а довжина перпендикуляра 
2
23 . 
 
22
00
BA
CByAx
d


  
 
 
 
де 0 0 0( ; )M x y  – це координати точки, від якої 
обчислюється відстань, 0 CByAx  – загальне 
рівняння прямої l , до якої обчислюється відстань. 
В
ід
ст
ан
ь 
ві
д 
то
чк
и 
до
 п
ря
м
ої
 
  
ПРИКЛАД. У трикутнику ABC  задано рівняння 
сторони AB : /4 /3 1x y   і координати вершини 
( 2; 5)C   . Знайти довжину висоти CN . 
Розв’язання: Перетворимо рівняння прямої AB  до 
загального вигляду:  3 4 12 0x y   . Знайдемо 
довжину висоти CN  як відстань від точки C  до прямої 
AB : 2 2
3 ( 2) 4 ( 5) 12 2
53 ( 4)CN
     
 
 
 (од.). 
0M  
l  
d  
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2 1
1 21
k ktg k k

 
 
 
 
 
де 1k , 2k  – це кутові коефіцієнти прямих 1l , 2l , які 
утворюють кут  . 
Го
ст
ри
й 
 к
ут
 м
іж
 д
во
м
а 
пр
ям
им
и 
на
 п
ло
щ
ин
і 
 
ПРИКЛАД. У тупокутному трикутнику ABC  задано 
рівняння сторін AB : 3 5y x   , :AC  2 10y x   і 
координати вершини (2; 6)C  . Знайти A . 
Розв’язання: Знайдемо гострий кут між прямими AB  і 
:AC  1 3k   ,  2 2k  ,  
2 ( 3) 5 1 11 ( 3) 2 5tg
 
     
   
. 
Тоді 3arctg arctg1 4 4A
 
            . 
 
Умова паралельності прямих на площині 
 
12 kk   
 
отже, кутові коефіцієнти паралельних прямих рівні. 
 
 
Умова перпендикулярності прямих на площині 
 
1
2
1
k
k   
 
2k  – це кутовий коефіцієнт прямої, перпендикулярної до 
прямої з кутовим коефіцієнтом 1k . 
 
  
1l  
2l  
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ПРИКЛАД 1. У тупокутному трикутнику ABC  задано 
рівняння сторін AB : 3 5y x   , :AC  2 10y x   і 
координати вершини (2; 6)C  . Скласти рівняння середньої 
лінії ML , що паралельна AB , якщо M  – середина AC . 
Розв’язання: Знайдемо координати вершини A  трикутника, 
розв’язавши систему, складену із рівнянь сторін AB  і AC : 
(3; 4)A  . M  – середина сторони AC , тому  
3 2 5
2 2 2
A C
M
x xx     ; 4 6 52 2
A C
M
y yy       . 
Отже, (5/2; 5)M  . З умови паралельності двох прямих, 
маємо:                   ||ML AB : 3ML ABk k   . 
Використаємо рівняння прямої, що проходить через точку 
(5/2; 5)M   в заданому напрямку 3k   : 
0 0( )y y k x x   ; 5 3( 5/2)y x    ; 3 5/2y x   . 
 
ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння прямої, що проходить через 
точку (3; 2)K   перпендикулярно до прямої 0752  yx . 
Розв’язання: Оскільки шукана пряма перпендикулярна до 
прямої 0752  yx , то для кутових коефіцієнтів цих 
прямих справедлива рівність: 2 11/k k  . Знайдемо кутовий 
коефіцієнт заданої прямої і, підставивши його в цю рівність, 
визначимо кутовий коефіцієнт шуканої прямої: 
0752  yx , 725  xy , 2 75 5y x   , 1
2
5k   . 
2
1
1 1 5
2 5 2k k     . 
Ми знаємо кутовий коефіцієнт шуканої прямої, координати 
точки K , яка належить прямій, тож складемо рівняння: 
 00 xxkyy  ;  32
5)2(  xy , )3(5)2(2  xy , 
01925  yx . 
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2. КРИВІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 
Н
аз
ва
 
Вигляд Рисунок Заува-ження 
Колом називається множина всіх точок площини, для 
кожної з яких відстань до заданої точки площини C  
(центра кола) дорівнює заданому сталому числу R  
(радіусу кола).  
222 Ryx   
 
(0;0)O  – 
центр 
кола; 
MO  – 
радіус 
2( )x a   
2 2( )y b R    
 
( ; )C a b  – 
центр 
кола; 
MC  – 
радіус 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння кола, центр якого зна-
ходиться у точці (3;2)A , а точка ( 1;0)B  належить йому. 
Розв’язання: Рівняння кола має вигляд 222 )()( Rbyax  .  
Знайдемо радіус кола: 
 20)20()31( 22  ABR , 202 R , центр у 
точці (3;2)A . Отже рівняння кола має такий вигляд: 
20)2()3( 22  yx . 
К
ол
о 
ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння лінії, кожна точка якої 
знаходиться на відстані від точки (3;2)A , втричі більшій, 
ніж до точки ( 1;0)B  . 
Розв’язання: Нехай ( ; )O x y  – точка, яка належить шуканій 
 
x  
y  M  
R  
O  
( ; )C a b  
 
x  
y  M  R  
O  
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лінії. За умовою задачі маємо: BOAO 3 . Оскільки 
22 )2()3(  yxAO , 22)1( yxBO  , 
то, підставивши, отримаємо:  
2222 )1(3)2()3( yxyx  . 
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрата і виділимо 
повні квадрати:  8:048248 22  yyxx , 
0
2
1
8
13 22  yyxx , 
0
2
1
256
1
16
1
4
9
2
3 22





 




  yx , 
256
705
16
1
2
3 22





 




  yx . 
Це є рівняння кола з центром в точці 




 
16
1;
2
3C  і 
радіусом 
16
705
R . 
Еліпсом називається множина всіх точок площини, для 
кожної з яких сума відстаней до двох заданих точок 
площини 1F  і 2F  (фокусів еліпса) дорівнює заданому 
сталому числу 2a , більшому за відстань між фокусами. 
Тобто, для довільної точки ( ; )M x y  еліпса 1 2 2r r a  .   
Е
лі
пс
 
 
12
2
2
2

b
y
a
x  
 
y  
M  
1A  2A  
2B  
1F  2F  
1r  
2r  
O  
1B  
x  
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1( ;0)A a , 2( ;0)A a , 1(0; )B b , 2(0; )B b  – вершини еліпса; 
1( ;0)F c , 2( ;0)F c  – фокуси еліпса; 
2 2 2b a c   – основна тотожність для еліпса; ce a  – ексцентриситет еліпса, характеризує форму еліпса, 
при цьому 0 1e  . Якщо 0e  , то маємо окремий 
випадок еліпса – коло, при цьому a b R  . Чим більше 
значення e , тим сильніше витягнутий еліпс вздовж великої 
осі.  
 
ПРИКЛАД 1. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо  
велика піввісь дорівнює 3, а фокус міститься у точці 
( 5;0)F . 
Розв’язання: Канонічне рівняння еліпса має вигляд 
12
2
2
2

b
y
a
x . За умовою задачі 5,3  ca . Для еліпса 
виконується рівність: 2 2 2b a c  . Підставимо значення  
ca,  і знайдемо 4)5(3 222 b . Маємо рівняння 
еліпса: 
1
59
22

yx . 
 
 
ПРИКЛАД 2. Записати канонічне рівняння кола, яке 
проходить через фокуси еліпса 44 22  yx  і має центр у 
верхній вершині еліпса. 
Розв’язання: Для даного еліпса канонічне рівняння має 
вигляд: 1
14
22

yx , відповідно 2a  , 1b  , верхня 
вершина має координати (0;1)A . Отже,  
31422  baс  і фокуси знаходяться у точках 
1( 3;0)F  , 2 ( 3;0)F . Оскільки радіус кола – це відстань 
 20 
 
 
від центра кола до точки, яка знаходиться на колі, 
обчислимо радіус R  шуканого кола за формулою відстані 
між двома точками: 
    2131003 2221  AFAFR . 
Відповідно до канонічного рівняння кола 
222 )()( Rbyax  , 
запишемо шукане рівняння кола  
222 2)1()0(  yx  або 4)1( 22  yx . 
Гіперболою називається множина всіх точок площини, для 
кожної з яких модуль різниці відстаней до двох заданих 
точок площини 1F  і 2F  (фокусів гіперболи) дорівнює 
заданому сталому числу 2a , меншому за відстань між 
фокусами. Тобто, для довільної точки ( ; )M x y  еліпса 
1 2 2r r a  .   
12
2
2
2

b
y
a
x  
 
Гі
пе
рб
ол
а 
1( ;0)A a , 2( ;0)A a  – дійсні вершини, 1(0; )B b , 2(0; )B b  – 
уявні вершини гіперболи; 
1( ;0)F c , 2( ;0)F c  – фокуси гіперболи; 
2 2 2b c a   – основна тотожність для гіперболи; ce a  – ексцентриситет гіперболи, характеризує форму 
гіперболи, при цьому 1e  . Чим більше значення e , тим 
сильніше витягнута гіпербола  вздовж дійсної осі.  
Асимптоти гіперболи: by xa  . 
F1 F2 A1 A2 
B1 
B2 
r1 r2 
M 
x 
y 
O 
 21 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо 
її уявна піввісь дорівнює 2, а ексцентриситет 313 . 
Розв’язання: За умовою задачі 313,2  eb . Для гі-
перболи справедлива рівність 2
2
1
a
be  , тому маємо 
рівняння: 2
41
3
13
a
 . Піднесемо до квадрата обидві 
частини рівняння:                 2
41
9
13
a
 , 92 a . 
Запишемо канонічне рівняння гіперболи: 1
49
22

yx . 
ПРИКЛАД 2. Дано рівняння гіперболи 
01442412 22  yx . Визначити величини півосей, 
координати вершин, координати фокусів, ексцентриситет 
та записати рівняння асимптот. 
Розв’язання: Приведемо рівняння до канонічного вигляду: 
2 212 24 144 : 144x y  ;    1
612
22

yx . 
З отриманого рівняння маємо: 32a  , 6b , а 
координати вершин такі: 1( 2 3;0)A  , 2 (2 3;0)A , 
1(0; 6)B  , 2 (0; 6)B . Для знаходження координат фокусів, 
обчислимо c :             222 bac  , 186122 c , 
23c ; 1( 3 2;0)F   – це координати лівого фокусу,  
2 (3 2;0)F  – правого фокусу. Знайдемо ексцентриситет за 
формулою 
a
ce  :       1
2
3
12
18
12
18
e . 
Рівняння асимптот мають вигляд x
a
by  , отже, в нашому 
випадку  це буде:   xy
2
2
 . 
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Параболою називається множина всіх точок площини, для 
кожної з яких відстань до заданої точки площини F  
(фокуса параболи) дорівнює відстані до заданої прямої dl  
(директриси параболи), що не проходить через фокус.  
pxy 22   
 
: 2d
pl x   , 
;02
pF   
 
. 
2 2y px   
 
: 2d
pl x  , 
; 02
pF   
 
 
pyx 22   
 
: 2d
pl y   , 
0; 2
pF   
 
 
2 2x py   
 
: 2d
pl y  , 
0; 2
pF   
 
 
П
ар
аб
ол
а 
 
ПРИКЛАД.  Скласти рівняння параболи, якщо рівняння її 
директриси 5x . 
Розв’язання: Канонічне рівняння параболи у даному ви-
падку має вигляд  pxy 22  , а рівняння її директриси 
: 2d
pl x   . Отже, параметр параболи p  дорівнює 10 . А 
рівняння параболи таке: xy 202  . 
y 
x F 
O 
ld 
y 
x F O 
ld 
y 
x 
F 
O 
ld 
y 
x 
F 
O 
ld 
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3. ЛІНІЇ В ПОЛЯРНІЙ СИСТЕМІ КООРДИНАТ 
 
Н
аз
ва
 
Вигляд Рисунок Зауваження 
 
 
 
 
 
OM   – 
полярний 
радіус (від-
стань від 
точки M  до 
полюса  O ),   
  – поляр-
ний кут 
xOM , 
1OE   – 
заданий 
масштаб. 
 
 
ПРИКЛАД 1. Побудувати точки в полярній системі 
координат: а) (4; /3)M  ; б) (3;5 /4)N  . 
Розв’язання:  
 
П
ол
яр
на
 с
ис
те
м
а 
ко
ор
ди
на
т 
 
 
 
/3  
4  
M  
( , )M    
  
O  E  x  
5 /4  
N  
3  
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ПРИКЛАД 2. Побудувати задану дугу спіралі Архімеда 
4
  

, 0 3    , надаючи аргументу   значення з 
відрізка [0;3 ]  через проміжок /4 , починаючи з 0  . 
Розв’язання:           40, 0 0;     

 
4, 1;4 4
 
     

 
4, 2;2 2
 
     

 
3 4 3, 3;4 4
 
     

 
4, 4;       

 
5 4 5, 5;4 4
 
     

 
3 4 3, 6;2 2
 
     

 
7 4 7, 7;4 4
 
     

 
42 , 2 8;       

 
9 4 9, 9;4 4
 
     

 
5 4 5, 10;2 2
 
     

 
11 4 11, 11;4 4
 
     

 
43 , 3 12       

. 
П
ол
яр
на
 с
ис
те
м
а 
ко
ор
ди
на
т 
 
 
 
 
x  
0  
2  
/ 4  
9 / 4  
/ 2  
3 / 4  
5 / 2  
11 / 4  
  
3  
5 / 4  3 / 2  
7 / 4  
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Формули переходу від полярних 
до декартових координат 
cosx    , 
siny    . 
Формули переходу від декар-
тових до полярних координат 
2 2x y   , 2 2sin
y
x y   , 
2 2cos
x
x y    . 
 
Зв
’я
зо
к 
м
іж
 п
ол
яр
ни
м
и 
і п
ря
м
ок
ут
ни
м
и 
ко
ор
ди
на
та
м
и 
 
 
ПРИКЛАД. Використовуючи формули переходу, 
записати рівняння заданих ліній у полярній системі 
координат:  
а) вертикальна пряма x a ;   
б) коло 2 2 2( )x a y a   . 
Розв’язання:  
a) x a ; cos a   ; cos
a
 

; 
б) 2 2 2( )x a y a    ;   22 2( cos ) sina a       ; 
2 2 2 2 2 2cos 2 cos sina a a          ; 
 2 2 2cos sin 2 cos 0a        ; 
2 2 cos 0a     ;  2 cos 0a    ; 2 cosa   . 
 
Рівняння ліній другого порядку в полярній системі 
координат 
 
Нехай 1 2 2M M p  – хорда, 
яка проходить через вибраний 
полюс і перпендикулярна до 
полярної осі. Число 
1 2p M O M O   називається 
параметром лінії,  p > 0.  
 
x  
p  
O  
1M  
2M  
x
 

 O
 
x
 
y
 
y
 

 
( ; )M  
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Для параболи параметр p  визначено раніше як відстань 
від фокусу до директриси. Для кола p R , а для еліпса і 
гіперболи 
2bp a  .Тоді рівняння 
1 cos
p
e



 
  
визначає відповідно: 
а) коло, якщо 0e  ;   
б) еліпс, якщо  0 1e ;   
в) параболу, якщо  1e ;   
г) праву гілку гіперболи, якщо  1e . 
 
 
4. ПАРАМЕТРИЧНІ РІВНЯННЯ ЛІНІЇ 
 
Параметричними рівняннями лінії на площині 
називаються рівняння вигляду 
( )
( )
x x t
y y t

 
, 
де t  – допоміжна змінна (параметр), ( )x t  і ( )y t  – деякі 
вирази.  
 
ПРИКЛАД 1. Показати, що система параметричних рівнянь  
cos
sin
x a t
y b t

 
, 
де , consta b  , причому 0a  , 0b  , визначає еліпс з 
півосями a  і b . 
Розв’язання:             cos xt a ,    sin
yt b ,              
2 2
2 2cos sin 1x yt t a b
         
   
, 
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2 2
2 2 1x ya b  . 
Зауваження. Якщо a b R  , 0R  , то маємо параметричні 
рівняння кола    
cos
sin
x R t
y R t

 
. 
 
ПРИКЛАД 2. Побудувати ескіз дуги циклоїди, що задана в 
параметричній формі 
( sin )
(1 cos )
x a t t
y a t
 
  
,  [0;4 ]t   ,  0a  . 
Розв’язання:     
 
t  0  /2    3 /2  2  
x  0  ( /2 1)a    
2,14a  
a  
3,14a  
(3 /2 1)a    
5,71a  
2a  
6,28a  
y  0  a  2a  a  0  
 
t  5 /2  3  7 /2  4  
x  ( /2 1)a    
2,14a  
3a  
9,42a  
(7 /2 1)a    
12a  
4a  
12,56a  
y  a  2a  a  0  
 
 
 
 
 
 
 
 
x  
y  
O  
2a  
2 a  
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5. ДЕЯКІ ВАЖЛИВІ КРИВІ 
 
  
Назва, рівняння 
 
 
Графік 
Алгебраїчні криві другого порядку 
 
 
 
1 
 
Еліпс 
2 2
2 2 1
x y
a b
  ; 
cos ,
sin .
x a t
y b t



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 
Гіпербола 
2 2
2 2 1
x y
a b
  ; 
ch ,
sh .
x a t
y b t



  
(для правої 
гілки) 
 
 
 
 
3 
 
 
Парабола 
2 2y px . 
 
 
 
 
 
 
 
Алгебраїчні криві третього порядку 
 
 
 
4 
 
Локон Аньєзі 
(верзієра) 
22
3
xa
ay

 . 
 
 
 
 
 
 
y  
a  
b  
O  x  
a  
b  
x  
y  
O  
F 
O 
ld 
y  
x  
x  
y  
O  
a  
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5 
 
 
Декартів лист 
3 3 3 0x y axy  
3
2
3
3 ,
1
3 .
1
a tx
t
a ty
t
  

 
 
 
 
 
 
 
6 
 
 
Кубічна 
парабола 
3y x . 
 
 
 
 
7 
 
Напівкубічна 
парабола 
3
2y x . 
 
 
 
 
 
8 
 
Строфоїда 
2 2 a xy x
a x



; 
cos 2
cos
a 
  

. 
 
 
 
0x y a    
x  
y  
O  
3
2
a  
x  
y  
O  
x  
y  
O  
x  
y  
a  
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9 
Цисоїда 
Диоклеса 
3
2 xy
a x


; 
2
2
3
2
,
1
;
1
a tx
t
a ty
t

 

  
 
2sin
cos
a 
 

. 
 
 
 
 
 
Алгебраїчні криві четвертого і вищих порядків 
 
 
 
10 
 
 
Кардіоїда 
2 2 2( 2 )x y ax  
2 24 ( )a x y  ; 
(1 cos )a    . 
 
 
 
 
 
 
 
 
11 
 
Лемніската 
Бернуллі 
2 2 2( )x y   
2 2 2( )a x y  ; 
2 2 cos 2a   . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12 
 
Завиток Паскаля 
2 2 2( 2 )x y Rx  
2 2 2( )a x y  ; 
2 cosR a   . 
 
 
 
x  
y  
O  a  
x  
y  
O  
a  
2a  
x  
y  
/ 4  
O  
a  
O  
a  
a  
2R  x  
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13 
 
Гіпоциклоїда 
(астроїда) 
2 2 2
3 3 3x y a  ; 
3
3
cos ,
sin .
x a t
y a t
 


. 
 
 
 
 
 
 
 
14 
 
Трипелюсткова 
роза 
sin 3a   , 
( 0)  . 
 
 
 
 
 
 
15 
 
 
Чотирипелюст-
кова роза 
sin 2a   . 
 
 
 
Трансцендентні криві 
 
 
 
16 
 
Циклоїда 
( sin ) ,
(1 cos ).
x a t t
y a t
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17 
 
 
 
Спіраль Архімеда 
( 0)a     . 
 
 
x  
y  
O  a  
a  
O  x  
a  a  
a  
x  O  
a  
x  
y  
O  
2a  
2 a  
2a  
2a  
2a  
x  O  
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18 
 
 
Гіперболічна 
спіраль 
( 0)a   

. 
 
 
 
 
19 
 
 
Логарифмічна 
спіраль 
ae   . 
 
 
 
 
 
20 
 
Евольвента 
(розгортка) кола 
(cos sin ),
(sin cos ).
x a t t t
y a t t t
 

 
 
 
 
 
 
 
21 
Жезл 
a
 

. 
 
 
 
 
 
 
22 
Трактриса 



y
yaa
ax
22
ln
22 ya  ; 










 
.sin
,cos
2
ln
tay
ttax tg
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
23 
Ланцюгова лінія 











a
x
a
x
eeay
2
 
a
xa ch . 
 
 
x  O  
  
  
a  
O  x  
x  
y  
O  a  
O  x  
x  
y  
O  
a  
x  
y  
O  
a  
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6. ПЛОЩИНА У ПРОСТОРІ 
 
Н
аз
в а
 
Вигляд Рисунок Зауваження 
 
 
0Ax By Cz D     
 
( ; ; )N A B C  – 
вектор нормалі 
площини; 
N    
 
 
 
0Ax By Cz    
 
 
 
0D   
( ; ; )N A B C  
т. (0;0;0)O    
 
 
 
0By Cz D    
 
0, 0A D   
(0; ; )N B C  
N Ox  
 ||Ox  
 
 
 
0Ax Cz D    
 
0, 0B D   

 ( ;0; )N A C  
N Oy  
 ||Oy  
За
га
ль
не
 р
ів
ня
нн
я 
пл
ощ
ин
и 
та
 й
ог
о 
ча
ст
ин
ні
 в
ип
ад
ки
 
 
 
 
0Ax By D    
 
0, 0C D   

 ( ; ;0)N A B  
N Oz  
 ||Oz  
y 
x  
N  
z  
  y 
 
x  
N  
  
z  
y 
N  
  
O  x  y  
z  
  
x  
N  
z  
  
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ПРИКЛАД. Скласти рівняння площини, яка паралельна 
осі Ox  і проходить через дві точки (1;1;2)P  і (5;3; 2)Q  . 
Розв’язання: Рівняння площини, що паралельна Ox , має 
вигляд:                            0By Cz D . 
Площина проходить через точки P  і Q , тобто 
координати цих точок задовольняють рівнянню 
площини: 
1 2 0
3 ( 2) 0
B C D
B C D
    
      
   
2
3( 2 ) 2 0
B D C
D C C D
  
     
   
2
3 6 2 0
B D C
D C C D
  
    
   
2
8 2
B D C
C D
  
  
   
/4
2( /4)
C D
B D D
 
    
   
/4
/2
C D
B D D
 
   
   
/4
/2
C D
B D
 
  
 
Тоді рівняння площини приймає вигляд: 
02 4
D Dy z D       1 02 4
y z
     
2 4 0y z   . 
 
 
 
0By Cz   
 
 
0A D   

 (0; ; )N B C  
Ox    
 З
аг
ал
ьн
е 
рі
вн
ян
ня
 п
ло
щ
ин
и 
та
 й
ог
о 
ча
ст
ин
ні
 в
ип
ад
ки
 
 
 
 
0Ax Cz   
 
 
0B D   

 ( ;0; )N A C  
Oy    
x  
z  
  
y 
x    
z  
 
y 
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0Ax By   
 
 
 
0C D   

 ( ; ;0)N A B  
   Oz    
 
ПРИКЛАД. Скласти рівняння площини, що проходить 
через вісь Oy  і точку (4;2; 5)P  . 
Розв’язання: Рівняння площини, що проходить через 
вісь Oy , має вигляд:                   0Ax Cz . 
Площина проходить через точку P , тобто координати 
цієї точки задовольняють рівнянню площини: 
4 ( 5) 0A C        4 5A C    54A C . 
Тоді, 5 04C x C z  , або 
5 04 x z  . 
5 4 0x z  . 
 
 
 
0Cz D   
 
0A B   

 (0;0; )N C  
 ||N Oz  
Oz   
За
га
ль
не
 р
ів
ня
нн
я 
пл
ощ
ин
и 
та
 й
ог
о 
ча
ст
ин
ні
 в
ип
ад
ки
 
 
 
 
0By D   
 
0A C   

 (0; ;0)N B  
 ||N Oy  
Oy   x  
N  
z  
y  
  
x  
N  z  
  
y 
z  
x  
  
y 
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0Ax D   
 
0B C   

 ( ;0;0)N A  
 ||N Ox  
Ox   
 
ПРИКЛАД. Скласти рівняння площини, що 
перпендикулярна Oz  і проходить через точку 
(1; 2;3)P  . 
Розв’язання: Рівняння площини, що перпендикулярна 
Oz , має вигляд:                   
 0Cz D . 
Площина проходить через точку P , тобто координати 
цієї точки задовольняють рівнянню площини: 
3 0C D      3D C  . 
Тоді,  3 0Cz C , або 3 0z   . 
 
3z  . 
 
 
 
0z   
 
 
 
площина Oxy  
 
 
0y   
 
 
 
площина Oxz  
За
га
ль
не
 р
ів
ня
нн
я 
пл
ощ
ин
и 
та
 й
ог
о 
ча
ст
ин
ні
 в
ип
ад
ки
 
 
 
0x   
 
 
 
 
 
 
площина Oyz  
 
x  
z  
y  0x   0y   
0z   
x  N

 
z  
y  
  
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1x y za b c    
Da A  ; 
Db B  ; 
Dc C  . 
1( ;0;0)M a , 
2(0; ;0)M b , 
3(0;0; )M c  
Рі
вн
ян
ня
 п
ло
щ
ин
и 
у 
ві
др
із
ка
х  
ПРИКЛАД. Визначити відрізки, що відсікає площина 
2 3 8 4 0x y z     на осях координат. Побудувати цю 
площину. 
Розв’язання:  
2 3 8 4 0x y z    ; 
2 3 8 4 : 4x y z   ; 
3 2 12 4
x y z   ; 
12 4/3 1/2
x y z
  

; 
2a  , 4/3b   , 1/2c  . 
 
 
y 
x  
y  
z  
2  
4/3  1/2  
x  
z  
2M  
1M  
3M  
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1 1 1
2 1 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1
0
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z
  
   
  
 
  
 
1 1 1 1( ; ; )M x y z , 2 2 2 2( ; ; )M x y z , 3 3 3 3( ; ; )M x y z , ( ; ; )M x y z , 
1 2 1 1 3( , , ) 0M M M M M M 
  
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ПРИКЛАД. Скласти рівняння площини, що проходить 
через точки 1(1;3; 2)M  , 2(4; 5;6)M  , 3( 3;1;2)M  . 
Розв’язання:  
1 3 ( 2)
4 1 5 3 6 ( 2) 0
3 1 1 3 2 ( 2)
x y z   
     
    
; 
1 3 2
3 8 8 0
4 2 4
x y z  
 
 
; 
8 8 3 8 3 8
( 1) ( 3) ( 2) 02 4 4 4 4 2x y z
 
     
   
; 
( 1)( 32 ( 16)) ( 3)(12 ( 32)) ( 2)( 6 32) 0x y z             ; 
16( 1) 44( 3) 38( 2) 0 : ( 2)x y z        ; 
8( 1) 22( 3) 19( 2) 0x y z      ; 
8 8 22 66 19 38 0x y z      ; 
Отже, рівняння шуканої площини має вигляд: 
8 22 19 36 0x y z    . 
 
  1M  
2M  
3M  
M  
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0( )A x x   
0( )B y y    
0( ) 0C z z    
  
0 0 0 0( ; ; )M x y z , 

 ( ; ; )N A B C  
 
( ; ; )M x y z : 
0MM N
 
; 
0 0MM N 
 
. 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння площини, що проходить 
через точку (2; 1; 4)M    перпендикулярно вектору 
 
 (3; 6;1)N . 
Розв’язання:   3( 2) 6( 1) ( 4) 0x y z      ; 
3 6 6 6 4 0x y z      ; 
3 6 8 0x y z    . 
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ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння площини, що проходить 
через точку 1(3; 1;2)M  перпендикулярно вектору 1 2M M

, 
якщо 2(4; 2; 1)M   . 
Розв’язання:   Знайдемо координати вектора 1 2M M

 
1 2 (4 3; 2 ( 1); 1 2) (1; 1; 3)M M          

. 
Тобто, нормальний вектор шуканої площини 
(1; 1; 3)N    . 
Використаємо рівняння площини, що проходить через 
точку перпендикулярно вектору 
 
1( 3) 1( 1) 3( 2) 0x y z      ; 
3 1 3 6 0x y z      ; 
3 2 0x y z    . 
 
  
0M  
M  
N  
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cos cos cos 0x y z p        
(cos ;cos ;cos )N      
2 2 2cos cos cos 1N       
cos , cos , cos   – напрямні 
косинуси перпендикуляра, 
проведеного з початку 
координат на площину; 
p  – довжина цього 
перпендикуляра. 
 
Загальне рівняння площини можна привести до 
нормального вигляду, якщо помножити його на 
нормуючий множник 
2 2 2
1
A B C     , де   – знак, протилежний знаку D . 
Н
ор
м
ал
ьн
е 
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ПРИКЛАД. Знайти напрямні косинуси і довжину 
перпендикуляра, проведеного з початку координат на 
площину 10 2 11 45 0x y z    . 
Розв’язання: Рівняння площини приведемо до 
нормального виду: 
10A  , 2B   , 11C   , 45D  . 
0D  , тому 2 2 2
1 1
1510 ( 2) ( 11)        . 
110 2 11 45 0 15x y z
       
 
 
10 2 11 45 015 15 15 15x y z     , 
2 2 11 3 03 15 15x y z     . 
Звідки, cos 2/ 3   , cos 2/15  , cos 11/15  , 3p  .  
x  
y  
z  
  
N  
p  
N  
M  
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Відстань від точки 
0 0 0 0( ; ; )M x y z  до площини 
: 0Ax By Cz D      
0 0 0
2 2 2
Ax By Cz Dd A B C
  

 
.  
 
ПРИКЛАД 1. Обчислити відстань від точки 0(3; 4; 7)M   
до площини 2 2 9 0x y z    . 
Розв’язання: 2A  , 1B   , 2C  , 9D   , 0 3x  , 
0 4y  , 0 7z   . 
2 2 2
2 3 1 4 2 ( 7) 9 21 732 ( 1) 2d
       
  
  
(од.). 
В
ід
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ПРИКЛАД 2. Задана піраміда з вершинами (3;4; 0)A , 
(4; 3;1)B  , ( 4;1; 1)C   , ( 1; 1;5)D   . Знайти довжину 
висоти піраміди, проведеної з вершини D . 
Розв’язання: Шукана висота – це відстань від точки D  
до площини ABC . Складемо рівняння площини ABC : 
3 4 0
4 3 3 4 1 0 0
4 3 1 4 1 0
x y z  
    
    
; 
3 4
1 7 1 0
7 3 1
x y z 
 
  
; 
10( 3) 6( 4) 52 0 : 2x y z     ; 
5( 3) 3( 4) 26 0x y z     ; 
5 15 3 12 26 0x y z     ; 
5 3 26 3 0x y z    . 
Знайдемо довжину висоти як відстань від точки D  до 
площини ABC : 
2 2 2
5 ( 1) 3 ( 1) 26 5 3 135 135
710 7105 ( 3) ( 26)d
        
  
   
(од.). 
0M  
  
d  
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Кут між площинами 
 1 1 1 1 0Ax B y C z D     
2 2 2 2 0Ax B y C z D     
визначається за формулою 
1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2
cos AA B B C CA B C A B C
 
 
    
 
Кут між двома площинами – це кут 
між нормальними векторами цих 
площин 1 1 1 1( ; ; )N A B C

 і 
2 2 2 2( ; ; )N A B C

 
1 2
1 2
cos N NN N

 

 
  . 
 
К
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ПРИКЛАД. Знайти кут між площинами 
4 10 3 0x y z    , 
11 8 7 5 0x y z     . 
Розв’язання:  
1 4A  , 1 10B   , 1 1C  , 2 11A   , 2 8B  , 2 7C  . 
2 2 2 2 2 2
4 ( 11) 10 8 1 7cos 4 ( 10) 1 ( 11) 8 7
     
  
      
 
44 80 7 117
16 100 1 121 64 49 117 234
   
  
     
 
117 117 1
234 234 2      . 
 
Отже, 1arccos 1352
      
 
. 
 
 
 1N
2N



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Розглянемо дві площини: 
1 1 1 1 0Ax B y C z D     і 2 2 2 2 0Ax B y C z D    . 
1) Необхідна і достатня умови паралельності двох 
площин:                      1 1 1
2 2 2
A B C
A B C  . 
2) Необхідна і достатня умови збіжності двох площин:  
1 1 1 1
2 2 2 2
A B C D
A B C D   . 
3) Умова перпендикулярності двох площин: 
1 2 1 2 1 2 0AA B B C C   . 
У
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ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння площини, що проходить 
через точки (1; 1;2)P   і (3;1;2)Q , перпендикулярно до 
площини 4 5 3 2 0x y z    . 
Розв’язання (1 спосіб): За напрямний вектор N  шуканої 
площини можна прийняти векторний добуток  векторів 
PQ  і 1N

(Додаток 5). Знайдемо координати вектора PQ   
(3 1;1 ( 1);2 2) (2;2; 0)PQ      
1
2 0
2 2 0 5 3
4 5 3
i j k
PQ N i   


 
 
 
2 0 2 2
6 6 184 3 4 5j k i j k    
   
 
Звідки (6; 6; 18)N    . 
За рівнянням площини, що проходить через точку 
перпендикулярно вектору 
0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z      , 
маємо: 6A  , 6B   , 18C   , 0 1x  , 0 1y   , 0 2z   
6( 1) 6( 1) 18( 2) 0x y z      ; 
6 6 18 24 0x y z    , тобто 3 4 0x y z    . 
 
P  
Q  
N  
1N

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Розв’язання (2 спосіб): 
Використаємо рівняння площини, що проходить через 
точку P  перпендикулярно вектору: 
( 1) ( 1) ( 2) 0A x B y C z      . 
Також площина проходить через точку Q , тому її 
координати задовольняють рівнянню площини: 
(3 1) (1 1) (2 2) 0A B C      , 
звідки: 2 2 0A B   або 0A B  . 
Використаємо умову перпендикулярності двох площин: 
4 5 3 0A B C   . 
Знайдемо A  і B  із системи рівнянь: 
0
4 5 3 0
A B
A B C
 
   
   
0
4 5 3
A B
A B C
 
   
 
1 1
5 4 94 5       , 
0 1
0 ( 3 ) 33 5A C CC       , 
1 0
3 0 34 3B C CC       , 
3
9 3
A C CA    
 
, 39 3
B C CB    
 
. 
Позначимо 3C t , тоді A t  , B t . 
Підставимо знайдені A , B , C  в рівняння площини 
( 1) ( 1) ( 2) 0A x B y C z      , 
( 1) ( 1) 3 ( 2) 0 : ( )t x t y t z t        , 
( 1) ( 1) 3( 2) 0 : ( )x y z t       , 
1 1 3 6 0x y z      , 
3 4 0x y z    . 
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ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння площини, що проходить 
через точку (1;5;2)K  паралельно площині, яка 
проходить через три точки (4; 3;1)L , (3;4;0)M , 
( 1; 1;5)N   . 
Розв’язання: Складемо рівняння площини, що проходить 
через три точки: 
4 3 1
3 4 4 3 0 1 0
1 4 1 3 5 1
x y z  
   
    
; 
4 3 1
1 7 1 0
5 2 4
x y z  
  

; 
30( 4) 9( 3) 33( 1) 0 : 3x y z      ; 
10( 4) 3( 3) 11( 1) 0x y z      ;
10 40 3 9 11 11 0x y z      ; 
10 3 11 42 0x y z    . 
За умовою паралельності: 
1 1 1
2 2 2
A B C
A B C  , 
тобто,  1 1 110 3 11
A B C t   , звідки 1 10A t , 1 3B t , 
1 11C t . 
Вектор нормалі шуканої площини (10 ;3 ;11 )N t t t . 
За рівнянням площини, що проходить через точку 
перпендикулярно вектору:  
0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z       
маємо: 10A t , 3B t , 11C t , 0 1x  , 0 5y  , 0 2z  . 
10 ( 1) 3 ( 5) 11 ( 2) 0 :t x t y t z t      ; 
10( 1) 3( 5) 11( 2) 0x y z      ; 
10 10 3 15 11 22 0x y z      ; 
10 3 11 47 0x y z    . 
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Три площини : 0i i i i iAx B y C z D      ( 1,2, 3i  ) 
перетинаються в одній точці тоді і тільки тоді, коли 
квадратна система, складена з рівнянь цих площин, має 
єдиний розв’язок. Тобто, коли визначник системи 
відмінний від нуля:  
1 1 1
2 2 2
3 3 3
0.
A B C
A B C
A B C
  
У
м
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а 
пе
ре
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ПРИКЛАД. Знайти точку перетину трьох площин:   
2 4 3 1 0x y z    , 3 5 2 0x y z    , 4 3 4 0x y z   . 
Розв’язання: Складемо систему з рівнянь площин і 
розв’яжемо її за допомогою методу Крамера: 
2 4 3
3 1 5 8 27 80 12 48 30 31;
4 3 4

             
1 4 3
2 1 5 4 18 0 0 32 15 31;
0 3 4
x

            
2 1 3
3 2 5 16 0 20 24 12 0 0;
4 0 4
y          
2 4 1
3 1 2 0 9 32 4 0 12 31.
4 3 0
z

            
31 131
xx    
 
, 0 031
yy   
 
, 31 131
xx    
 
. 
Отже, точка перетину заданих площин – ( 1; 0;1)M  . 
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7. ПРЯМА У ПРОСТОРІ 
 
Н
аз
в а
 
Вигляд Рисунок Зауваження 





0
0
2222
1111
DzCyBxA
DzCyBxA
 
1 1 1 1( , , )N A B C

 – 
вектор нормалі 
площини 1P ; 
2 2 2 2( , , )N A B C

 – 
вектор нормалі 
площини 2P ; 
 
ПРИКЛАД 1. Записати 
рівняння прямої OK , яка 
проходить через початок 
координат та точку 
 2;3;4K . 
Розв’язання: Пряма OK  є 
перетин двох площин KOz  
та KOy , тому її рівняння 
можна представити як 
систему рівнянь 





042
043
zx
yx , кожне з яких є рівнянням 
площини. 043  yx  – рівняння площини KOz , 
042  zx  – рівняння площини KOy  (дивись 
Додаток 4). Також, рівняння прямої OK  можна записати 
як  систему    032  zy , 042  zx . 
За
га
ль
не
 р
ів
ня
нн
я 
ПРИКЛАД 2. Скласти загальне рівняння прямої, утво-
реної перетином площини 0542  zyx  і площини, 
яка проходить через вісь Oz  і точку  2;3;4K . 
Розв’язання: Пряма є перетином двох площин, одна з 
яких відома: 0542  zyx . Складемо рівняння  
N2 
N1 
N1N2 
P1 
P2 
К 
У 
Z 
 O 
L 
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другої площини. Оскільки друга площина проходить 
через вісь Oz , то її рівняння має вигляд 0 ByAx , а 
координати точки K  задовольняють цьому рівнянню. 
Підставивши координати точки K , отримаємо: 
034  BA , звідси 43BA  . Рівняння площини має 
вигляд: 0
4
3
 ByxB , але 0B , тож 043  yx  – 
рівняння другої площини. А загальне рівняння прямої:  





043
542
yx
zyx
. 
m
zz
l
yy
k
xx 000 


  
 
 
Напрямним век-
тором прямої 
називають нену-
льовий вектор s , 
що належить 
прямій або їй 
паралельний. 
Координати k, l, 
m називають 
напрямними 
координатами. 
(дивись 
Додаток 5)  
 0000 ,, zyxM  – 
точка, що нале-
жить прямій. К
ан
он
іч
ні
 р
ів
ня
нн
я 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти канонічні рівняння прямої, що 
проходить через точки (1; 2; 3)M    та ( 2; 1;4)L   . 
Розв’язання: Виберемо в якості початкової точки – 
точку M , за напрямний вектор – вектор ML . Знайдемо 
координати вектора:  2 1; 1 2;4 3 ;ML      

  
 3;1;7ML  

.  
z  
x  
s  0M  
y  
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Тоді канонічні рівняння прямої мають вигляд:  
7
3
1
2
3
1 




 zyx . 
 
ПРИКЛАД 2. Скласти канонічні рівняння прямої, що 
проходить через точки (2;4;3)K  та (2;4;5)M . 
Розв’язання: Шукані рівняння знайдемо як і у прикладі 
1, і вони мають вигляд: 
2
3
0
4
0
2 



 zyx . Їх можна 
записати також як систему: 2 0x   , 4y  . Отже, 
пряма KM  паралельна осі Oz , тобто перпендикулярна 
як до осі Ox , так і до осі Oy . Тому, ні напрямному 
коефіцієнту k , ні напрямному коефіцієнту l  не можна 
надати ніякі інші значення крім нульових.  








mtzz
ltyy
ktxx
0
0
0
 
 
 
 
 
Дані рівняння 
виражають пря-
мокутні корди-
нати точки M , 
довільно вибра-
ної на прямій L , 
через координату 
t , яка визначає 
положення точки 
M  на прямій L .  
t  називають 
параметром, 
який є незмінним 
для будь-якої 
точки прямої. 
П
ар
ам
ет
ри
чн
і р
ів
ня
нн
я 
 
ПРИКЛАД 1. Скласти параметричні рівняння прямої, 
якщо канонічні рівняння мають вигляд: 
3
3
2
4
5
1






 zyx
.  
y  
z  
x  
s  0M  
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Розв’язання: Кожне з відношень 
5
1x , 
2
4

y , 
3
3

z   прирів-
няємо до t , яке залишається незмінним tx 
5
1 , t
y



2
4
, 
3
3
z t 

, і виразимо x , y , z  через параметр t : 
15  tx , 42  ty , 33  tz . Це і є параметричні 
рівняння. 
 
ПРИКЛАД 2. Скласти параметричні рівняння прямої, 
яка проходить через точку ( 2;7; 3)K    паралельно 
вектору  ( 4;2; 3)s . 
Розв’язання: Виберемо за початкову точку ( 2;7; 3)K   , 
а напрямним вектором – вектор  ( 4;2; 3)s  і запишемо 
параметричні рівняння:  
24  tx , 72  ty , 33  tz . 
Зауваження: Параметр t  легко вилучити із системи 
параметричних рівнянь, і тоді пряма матиме канонічний 
вигляд. Та слід брати до уваги той факт, що 
використання параметричних рівнянь під час 
розв’язання деяких задач найбільш вигідне, тому що 
збільшення кількості рівнянь спрощує обчислення. 
 
ПРИКЛАД 3. Знайти точку перетину площини 
0132  zyx  та прямої 
62
1
1
1 zyx




 . 
Розв’язання: Необхідно розв’язати систему, складену з 
рівнянь площини та прямої. Доцільно рівняння прямої 
представити у параметричному вигляді, виразити змінні 
x , y , z  через параметр t :   1x t ,   2 1y t , tz 6 , 
і, підставивши ці вирази у загальне рівняння площини 
,016)12(3)1(2  ttt  розв’язати рівняння 
відносно однієї змінної t : 2 2t ,  1t . Ми визначимо 
параметр точки перетину, підставимо його у  
 51 
 
 
параметричні рівняння прямої і знайдемо координати 
точки:           ,211 x  ,112 y  6z . 
Отже, точка перетину має координати:  2; 1;6 . 
12
1
12
1
12
1
zz
zz
yy
yy
xx
xx








 
 
  1 1 1; ;x y z , 
 2 2 2; ;x y z  – це 
координати 
точок 1M  та 
2M  відповід-
но, що нале-
жать прямій. 
ПРИКЛАД 1. Скласти рівняння прямої, якщо вона 
проходить через точки ( 2;5;3)K  та (4; 1;3)F . 
Розв’язання: Оскільки точки K і F належать прямій, то 
скористаємося рівнянням прямої, що проходить через 
дві точки. Виберемо за початкову точку K, а за другу 
точку F. Маємо: 
33
3
51
5
24
2







 zyx
;  
0
3
6
5
6
2 




 zyx
. 
Отже, отримані рівняння – це рівняння шуканої прямої. 
Зауважимо, що оскільки апліката напрямного вектора 
прямої дорівнює 0, то пряма перпендикулярна до осі Oz. 
Рі
вн
ян
ня
 п
ря
м
ої
, щ
о 
пр
ох
од
ит
ь 
че
ре
з д
ві
 т
оч
ки
 
ПРИКЛАД 2. Скласти рівняння прямої, якщо вона 
проходить через точку ( 2;5;3)K  та точку, що належить 
прямій   
 
3 6
5 2 3
x y z . 
Розв’язання: Визначимо координати другої точки  F з 
канонічних рівнянь заданої прямої: ( 3;0;6). Складемо 
рівняння прямої, скориставшись рівнянням прямої, що 
проходить через дві точки. Першою точкою виберемо 
задану точку ( 2;5;3)K , а другою – F ( 3;0;6), маємо:  
3
3
5
5
1
2 





 zyx . 
y  
z  
x  
2M  
1M  
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2
2
2
2
2
2
2
1
2
1
2
1
212121cos
mlkmlk
mmllkk


  
де   111 ,, mlk  – напрямний вектор однієї прямої, 
 222 ,, mlk  – напрямний вектор другої прямої. 
К
ут
 м
іж
 п
ря
м
им
и 
ПРИКЛАД. Знайти кут між прямими  
 
 

1 3
1 4 1
x y z  і  
 
2
2 2 1
x y z . 
Розв’язання: Випишемо з рівнянь прямих напрямні 
вектори цих прямих:  1 (1; 4;1)s ,   2 (2; 2; 1)s . 
       
  
      2 2 2 2 2 2
1 2 ( 4) ( 2) 1 ( 1)cos 1 ( 4) 1 2 ( 2) 1  
 
  

2 8 1 9 1
18 9 9 2 2 .       Отже, 

  
1arccos 2 4 . 
 
 
1 2||s s    
2
1
2
1
2
1
m
m
l
l
k
k  
У
м
ов
а 
па
ра
ле
ль
но
ст
і п
ря
м
их
 
 
ПРИКЛАД. Скласти рівняння прямої, що проходить 
через точку (1;2;3)M  паралельно прямій 
   
    
2 3 5 7 0
: 3 4 8 0
x y z
l x y z . 
Розв’язання: Оскільки шукана пряма паралельна прямій 
l , за напрямний вектор шуканої прямої можна взяти 
напрямний вектор прямої l   
   

 
  2 3 5 23 13 17
3 4 1
i j k
s i j k . 
Отже, рівняння шуканої прямої –    

1 2 3
23 13 17
x y z . 
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21 ss     0212121  mmllkk  
 
Тобто,   1 2 0s s  
У
м
ов
а 
пе
рп
ен
ди
ку
ля
рн
ос
ті
 п
ря
м
их
 
ПРИКЛАД. Перевірити, що прямі  
1
1: 2 1 0
x y zl  і 
 
  
 
2 : 1 2
4
x t
l y t
z t
 перпендикулярні. 
Розв’язання: Координати напрямного вектора прямої 1l : 
 

1 (2; 1;0)s . Знайдемо координати напрямного вектора 
прямої 2l , виразивши параметр t  із кожного рівняння: 
  
  
0 1 0
1 2 4
x y zt . 
Тобто, 2 (1;2;4)s .  
Перевіримо умову перпендикулярності:  
          
 
1 2 2 1 ( 1) 2 0 4 2 2 0s s . 
Отже, задані прямі перпендикулярні. 
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8. ВЗАЄМНЕ РОЗТАШУВАННЯ ПРЯМОЇ ТА 
ПЛОЩИНИ У ПРОСТОРІ 
 
Н
аз
ва
 Вигляд 
 
Рисунок, 
Зауваження 
2 2 2 2 2 2
sin Al Bm Cn
A B C l m n

 

    
 – 
синус кута   між прямою a  і 
площиною   
 
 
 
 
 
 
 
 
, ,A B C  – координати вектора нормалі N

 площини  , 
, ,k l m  – координати напрямного вектора s  прямої a . 
0 0 0x x y y z z
k l m
  
   – рівняння прямої a  в канонічному 
вигляді, де 0 0 0, ,x y z  – координати точки M , яка 
належить прямій a . 
0Ax By Cz D     – загальне рівняння площини  . 
П
ер
ет
ин
 п
ря
м
ої
 і 
пл
ощ
ин
и 
(г
ос
тр
ий
 к
ут
 м
іж
 п
ря
м
ою
 і 
пл
ощ
ин
ою
) 
 
ПРИКЛАД 1. Знайти гострий кут між прямою 
2 3 2
2 1 2
x y z  
   і площиною 2 4 0x y z    . 
Розв’язання: З рівняння площини визначаємо, що  
2A  , B 1 , C 1  ; 
з рівняння прямої визначаємо, що  
0 2x  , 0 3y   , 0 2z  , а 2k  , 1l  , 2m  . 
Підставимо знайдені величини в формулу для 
визначення синуса кута між прямою і площиною і  
 

a

M
N

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отримаємо: 
2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 1 2 3 1sin
6 3 62 1 ( 1) 2 1 2

    
  
     
. 
Знайдемо величину кута: 1arcsin
6
  . 
 
ПРИКЛАД 2. Знайти гострий кут між прямою 
2 4 0
4 5 0
x y z
x y z
   

   
 і площиною 2 3 1 0x y z    . 
Розв’язання: Рівняння прямої не потрібно записувати у 
канонічному вигляді. Достатньо визначити координати 
k , l , m  напрямного вектора прямої. Для цього складемо 
матрицю із коефіцієнтів рівняння прямої: 
2 1 1
1 1 4
 
  
. 
Застосуємо формули (Додаток 9):  
1 1
2 2
;
B C
k
B C
  1 1
2 2
;
C A
l
C A
  1 1
2 2
A B
m
A B
 . 
Отримаємо:  
1 1
5;
1 4
k  

 
1 2
7;
4 1
l   
2 1
3
1 1
m   

. 
З рівняння площини знаходимо 1A  , 2B  , 3C   і 
застосовуємо формулу для знаходження синуса кута 
між прямою і площиною:  
5 14 9 18sin 0,5281
83 14 1162

 
  

. 
Отже, кут   031 54 . 
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1
1 1 1
(
) 0
Ax By Cz D A x
B y C z D
     
   
 
рівняння в’язки площин, де  -
будь-яке дійсне число; 
 
1 1 1 1
0
0
Ax By Cz D
A x B y C z D
   
    
 
рівняння даної прямої a . 
 
Рі
вн
ян
ня
 в
’я
зк
и 
пл
ощ
ин
, я
кі
 п
ро
хо
дя
ть
 ч
ер
ез
 за
да
ну
 п
ря
м
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ПРИКЛАД. Скласти рівняння площини, яка проходить 
через пряму 
3 4 5 0
2 1 0
x y z
x y z
   

   
 і точку (1; 1;2)M  . 
 
 Розв’язання: Рівняння в’язки площин, які проходять 
через задану пряму, може бути записане так: 
3 4 5 ( 2 1) 0x y z x y z         . 
З цієї в’язки площин нам потрібно вибрати ту пряму, яка 
проходить через точку (1; 1;2)M  . Якщо площина 
проходить через точку, то координати цієї точки повинні 
задовольняти рівнянню площини.  
Підставляючи в рівняння 
3 1 1 4 2 5      (1 1 2 2 1) 0       
координати точки M , отримаємо рівняння для 
визначення :  
15 1 0 5     . 
Підставляючи це значення  в рівняння в’язки прямих, 
отримаємо:  
8 2 9 12 0x y z    . 
 
a
a
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0Ak Bl Cm    – 
умова паралельності прямої a  
і площини   
Тобто, 
s N  і   0s N . 
 
, ,A B C  – координати вектора нормалі N

 площини  ; 
, ,k l m  – координати напрямного вектора s  прямої a . 
ПРИКЛАД 1. Перевірити, що пряма 1 3
2 1 2
x y z 
 
 
 
паралельна до площини 2 2 1 0x z   . 
Розв’язання: Визначимо з рівняння прямої координати її 
напрямного вектора (2; 1; 2)s   , а з рівняння площини –  
координати вектора нормалі (2;0;2)N

. Застосуємо 
умову паралельності прямої і площини: 
2 2 0 1 2 2 0      . 
Отже, пряма і площина – паралельні. 
П
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ал
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ПРИКЛАД 2. Через пряму 1 1 2
2 1 3
x y z  
 

 провести 
площину, яка паралельна до прямої 2 3
1 2 3
x y z 
 
 
. 
Розв’язання: Запишемо рівняння першої прямої за допо-
могою рівнянь двох площин, які проектують її 
відповідно на площини 2 1 0x y    і 3 5 0y z   . 
Рівняння в’язки площин, які проходять через цю пряму, 
має такий вид: 2 1 (3 5) 0x y y z      , або  
(2 3 ) (1 5 ) 0x y z        . Застосовуючи умову 
паралельності прямої і площини, визначимо  так, щоб 
відповідна площина в’зки була паралельна до другої із 
заданих прямих. Маємо: 1 1 2 (2 3 ) 3 0         , або 
3 3 0    , звідки 1   . Таким чином, шукана 
площина визначається рівнянням 4 0x y z    . 
a
N

 s


 58 
 
 
A B C
k l m
   – 
умова перпендикулярності 
прямої a  і площини   
Тобто, 
 ||s N . 
 
, ,A B C  – координати вектора нормалі площини  ; 
, ,k l m  – координати напрямного вектора прямої a . 
ПРИКЛАД 1. Знайти рівняння перпендикуляра до 
площини 3 5 8 0x y z    , який проходить через точку 
(1; 1;2) . 
 Розв’язання: Шукана пряма є перпендикулярною до 
даної площини, тому застосуємо умову 
перпендикулярності прямої і площини: 
3 1 5
k l m
 
  , 
нормальний вектор площини можна вважати напрямним 
вектором прямої, тобто 3l  ; 1m   ; 5n   . Знаючи, 
що пряма проходить через точку (1; 1;2) , маємо шукане 
рівняння прямої: 
1 1 2
3 1 5
x y z  
 
 
. 
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ПРИКЛАД 2. Знайти рівняння площини, яка проходить 
через точку (1;2; 1)P   перпендикулярно до прямої 
3 2 1
1 3 4
x y z  
 

. 
Розв’язання: Запишемо рівняння шуканої площини, 
застосувавши рівняння площини, що проходить через 
задану точку:      ( 1) ( 2) ( 1) 0A x B y C z      . 
Застосувавши умову перпендикулярності прямої і 
площини, заміняємо величини , ,A B C  на пропорційні їм 

a
N

s
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величини , ,k l m  з рівняння прямої:  
3 2 1
1 3 4
x y z  
 

, 
і одержимо:     1( 1) 3( 2) 4( 1) 0x y z      . 
Після спрощення маємо:  
3 4 9 0x y z     – рівняння шуканої площини. 
 
ПРИКЛАД 3. Знайти рівняння проекції прямої 
1 1
1 2 3
x y z 
   на площину 2 5 0x y z    . 
Розв’язання: Запишемо рівняння заданої прямої у 
вигляді рівнянь двох площин, які проектують її 
відповідно на площини xOy  і xOz : 
1 1
1 2
x y 
 , або 2 3 0x y   ; 
1
1 3
x z
 , або 3 3 0x z   . 
Рівняння в’язки площин, які проходять через цю пряму, 
має такий вид: 2 3 (3 3) 0x y x z      , або 
(2 3 ) 3(1 ) 0x y z        . Застосовуючи умову 
перпендикулярності площин, виберемо з цієї в’язки 
площину, яка проектує дану пряму на задану площину. 
Маємо: 1 (2 3 ) 1 ( 1) 2 ( ) 0          , або 1 0   , 
звідки 1   . Таким чином, рівняння проектної 
площини має вид:    2 3x y   ( 1) (3 3) 0x z     , 
                        або      0x y z   . 
Шукану проекцію можна визначити як лінію перетину 
двох площин – заданої і проектної: 
2 5 0,
0.
x y z
x y z
   

  
 
Приведемо ці рівняння прямої до канонічного вигляду, в 
кінці отримаємо:           5 3 5 3
1 1 0
x y z 
 

. 
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0 0 0 0
0
Ax B y C z D
Ak Bl C m
   

  
 
 
, , ,A B C D  – коефіцієнти з рівняння площини  ;  
, ,k l m  – координати напрямного вектора s  прямої a ; 
0 0 0, ,x y z  – координати точки M , яка належить прямій a . 
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ПРИКЛАД. Перевірити, що пряма 2 3 1
2 1 3
x y z  
   
належить площині 6 0x y z    .  
Розв’язання: Застосуємо умову належності прямої до 
площини: 
1 2 1 3 1 ( 1) 6 0
1 2 1 1 1 3 0
       

     
. Вона виконується, 
отже, дана пряма належить площині. 
 
 

a
N

sM
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9. ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 
Н
аз
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Вигляд Рисунок, Зауваження 
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2 2 2
2 2 2 0y z xa b c    
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2 2
2 2 1x za b 
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2 2
2 2 1y za b   
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2 2z px  
 
2 2x pz  
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2 2 2 1x y za b c    
 
2 2 2
2 2 2 1y z xa b c    
 
О
дн
оп
ор
ож
ни
нн
ий
 г
іп
ер
бо
ло
їд
 
2 2 2
2 2 2 1x z ya b c    
 
z  
 
 
 
 
 
x  
y  a  b  
c  
 
  
 
  
 
 
 
 x  
y  
z  
a  
b  
c  
 
 
   
 
 
 
 
 
x  y  
z  
a  
b  
c  
 67 
 
2 2 2
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ДОДАТКИ 
 
Додаток 1. Точка, яка належить лінії. 
Якщо точка належить лінії, то її координати 
задовольняють рівнянню лінії. Отже, якщо координати цієї 
точки підставити у рівняння, воно перетвориться на 
тотожність. 
 
Додаток 2. Точка перетину ліній. 
Якщо існує точка перетину ліній, то вона належить двом 
лініям, які перетинаються. Тому координати її повинні 
задовольняти кожному з даних рівнянь,  і навпаки, будь-яка 
точка, координати якої задовольняють цим двом рівнянням, 
належить двом лініям. Звідси, якщо необхідно знайти точку 
перетину двох ліній, треба розв’язати систему з цих рівнянь 
(розв’язати рівняння сумісно). 
 
Додаток 3. Взаємне розташування прямої та пари точок 
Взаємне розташування точок ),( 111 yxM , ),( 222 yxM  та 
прямої 0 CByAx  можна визначити за наступними 
ознаками: 
1) точки 1M  і 2M  лежать з однієї сторони від прямої, 
якщо числа 111 CByAx  , 222 CByAx   мають однакові 
знаки; 
2) 1M  і 2M  лежать по різні сторони від прямої, якщо ці 
числа мають протилежні знаки;  
3) одна з точок 1M  і 2M  (або обидві) лежать на прямій, 
якщо одне (або обидва) з цих чисел дорівнює нулю; 
 
Додаток 4. Коментар до задачі на стор. 47. 
Рівняння площин KOy та KOz  складаємо за рівнянням 
площини, що проходить через три точки. Наприклад, 
площини KOz  проходить через такі точки )0,0,0(O , )2,3,4(K  
та точку )1,0,0(L , яка належить осі Oz .  
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Отримаємо: 
0
100
234 
zyx
,   тобто   043  yx . 
Аналогічно знаходимо рівняння площини KOy . 
 
Додаток 5. Напрямний вектор прямої. 
Теорема. За напрямний вектор прямої можна вважати 
векторний добуток  21 NN

   нормальних векторів  
 1 1 1 1; ;N A B C

 та  2 2 2 2; ;N A B C

 двох площин, які 
перетинаються по цій прямій. 
За визначенням векторного добутку маємо 
222
11121
CBA
CBA
kji
NN


 . 
 
Приклад. Знайти напрямний вектор прямої   
2 3 6 0
2 3 0
x y z
x y z
   

  
. 
Розв’язання. Пряма задана як перетин двох площин, 
вектори нормалей яких мають координати  1 2;3; 1N  

 та  
 2 1;2;3N 

. За напрямний вектор шуканої прямої приймемо 
вектор 21 NNs

 . Знайдемо його: 
kjiijkkji
kji
NN



 71126349
321
13221 . 
Отже, напрямні коефіцієнти будуть такі:  (11; 7;1)s    . 
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Додаток 6. Кут між прямою та осями координат. 
Означення. Під кутом між прямою L і віссю Ox  
розуміють кут  , між напрямним вектором ( ; ; )s k l m  
прямої L та ортом (1;0;0)i 

 осі Ox . Аналогічно визначають 
кути  ,   між прямою L та осями Oy , Oz . Величини cos , 
cos  , cos   називають напрямними косинусами прямої  L та 
обчислюються за формулами:  
2 2 2
cos k
k l m
 
 
;  
222
cos
mlk
l

 ;  
222
cos
mlk
m

 . 
Для них справедлива рівність: 2 2 2cos cos cos 1    . 
Приклад. Знайти кути, утворені прямою  
2
3
1
5
2
2 



 zyx    
із осями координат. 
Розв’язання. За напрямні коефіцієнти заданої прямої 
вважатимемо  2k  , 1l  , 2m  . Знайдемо   
3
2
212
2cos
222


 , 
3
1
9
1cos  , 
3
2cos  , 
звідси  11480  , 23780  , 11480  . 
 
Додаток 7. Проекції прямої на координатні площини. 
Зауваження: під час розв’язання таких задач треба 
розрізняти два випадки. 
Задано пряму 





0
0
2222
1111
DzCyBxA
DzCyBxA . 
Випадок 1 (загальний). Якщо 
пряма L1 непаралельна осі 
Оz, то проекція цієї прямої –
пряма L  – є перетином 
площини xОy та площини P, 
проведеної через 2L , 
паралельно осі Оz. 
Розв’язання. У цьому 
випадку коефіцієнти 1C  та x
 
y
z
 
P1
L
2L
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2C  не дорівнюють 0. Отже, загальне рівняння площини P не 
містить аплікату z. 
Правило. Щоб знайти проекцію прямої (рівняння в 
загальному вигляді) на координатну площину xОy, достатньо 
вилучити з загального рівняння координату z . Отримане 
рівняння сумісно з рівнянням 0z   і є рівнянням шуканої 
проекції. 
Випадок 2 (особливий). Пряма L паралельна осі Оz, тоді 
вона проектується у точку K. 
Розв’язання. У цьому випадку пряма L має вигляд  
1 1 1
2 2 2
0
0
Ax B y D
Ax B y D
  
   
  , тобто 1 0C  , 2 0C  . 
Розв’язавши цю систему, знайдемо координати 0x , 0y  точки 
K, а координата 0z  . Аналогічно знаходять проекції прямої 
L на координатні площини xОy 
та xОz.  
 
Приклад. Знайти проекцію 
прямої  
2 4 3 12 0
2 4 10 0
x y z
x y z
   
    
 
на координатні площини. 
Розв’язання. Щоб знайти 
проекцію даної прямої на 
площину xОy, вилучимо z із заданого рівняння. Для цього 
помножимо перше рівняння на 4, а друге – на 3 і додамо 
отримані рівняння: 
    010423123424  zyxzyx  
або    
0781011  yx . 
Отже, це рівняння разом з рівнянням 0z   і є проекцією 
прямої на площину xОy. Вилучивши x із заданого рівняння, 
x  
y  
z  
K  
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знайдемо 08118  zy . Це рівняння разом з 0x  є 
проекцією прямої на площину zОy. 
Вилучивши y , знайдемо 03254  zx . Це рівняння 
разом з 0y   є проекцією прямої на площину zОx. 
 
Додаток 8. Рівняння прямої, проведеної  через точку 
перпендикулярно до прямої. 
Перпендикуляр, проведений з точки 0 0 0 0( ; ; )M x y z  на 
пряму 1L , що записана у канонічному вигляді 
1
1
1
1
1
1
m
zz
l
yy
k
xx 



 , і не проходить через точку 0M , має 
вигляд: 
     1 0 1 0 1 0
0 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 1
0;
0.
k x x l y y m z z
x x y y z z
x x y y z z
k l m
      

  

   

 
Зауваження: Якщо пряма 1L  проходить через точку 0M , 
то це рівняння  перетворюється, згідно ознаки 
компланарності векторів, у тотожність (через точку, що 
належить прямій 1L , можна провести нескінченну множину 
перпендикулярів до 1L ). 
Приклад. Знайти рівняння перпендикуляра, проведеного  
з точки  1;0;1K  до прямої 
3 2
2
x z
y z
 


. Знайти основу 
перпендикуляра. 
Розв’язання. Рівняння заданої прямої запишемо у 
канонічному вигляді: 
123
2 zyx

 . 
Рівняння перпендикуляра має вигляд: 
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     3 1 2 0 1 1 0;
1 1
1 0 1 0.
3 2 1
x y z
x y z
      

 

 

 
Після спрощення рівняння має вигляд: 





022
0423
zyx
zyx
. 
Координати основи перпендикуляра знайдемо, 
розв’язавши систему трьох рівнянь: 











123
2
022
0423
zyx
zyx
zyx
.   
Отримаємо 




 
7
1;
7
2;
7
11
0K . 
 
Додаток 9. Перехід від загальних рівнянь прямої до 
канонічних. 
Загальні рівняння прямої мають вигляд 





0
0
2222
1111
DzCyBxA
DzCyBxA
, а канонічні – 
m
zz
l
yy
k
xx 000 



.  
Отже, для того щоб записати канонічні рівняння прямої, 
потрібно знати: координати точки, що належить прямій 
 0 0 0; ;x y z ; координати напрямного вектора ( ; ; )s k l m

. 
Координати  вектора s  знайдемо згідно додатку 3, за 
формулами: 
22
11
CB
CB
k  ; 
22
11
CA
CA
l  ; 
22
11
BA
BA
m  . 
Щоб знайти координати точки, треба розв’язати систему 





0
0
2222
1111
DzCyBxA
DzCyBxA
 методом Гауса, та, надавши одній із 
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змінних, наприклад, z , будь-яке значення, знайти 
відповідний розв’язок.  
Приклад. Записати канонічні рівняння прямої 





01756
010543
zyx
zyx
. 
Розв’язання. Скористаємось формулами, поданими у 
додатку 5 для знаходження координат напрямного вектора s , 
матимемо: 21k  , 27l  , 9m  .  Розв’яжемо систему 
рівнянь 





01756
010543
zyx
zyx
. Надамо змінній z  нульового 
значення, отримаємо систему з двох рівнянь з двома 
невідомими 





1756
1043
yx
yx
, помножимо перше рівняння на 2  
і додамо друге рівняння: 33 y , 1y . Підставимо 
значення 1y  у перше рівняння і знайдемо .2x  Тобто, 
точка 0 (2; 1;0)K   це фіксована точка на прямій. Запишемо 
канонічні рівняння прямої: 
927
1
21
2 zyx




   або   2 17 9 3
x y z 
  . 
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